6.2 Konstruktion und Grundeigenschaften

In diesem Kapitel rechnen wir in einem beliebigen kommutativen unitéren Ring R.
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Bemerkung: Halten wir alle Zeilen von A ausser der i-ten Zeile fest, so ist det(A) eine lineare Abbildung
der i-ten Zeile. Dasselbe gilt fiir Spalten anstelle von Zeilen.
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Proposition: Fiir jede Permutation o € S,, gilt det(P,) = sgn(o). —
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Proposition: Fiir jede obere oder untere Dreiecksmatrix A = (aij)l <ijgn gilt

Folge: Insbesondere gilt det(/,,) = 1.
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Proposition: Fiir jede Blockdreiecksmatrix der Form

A B A’
A = oder 0
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mit quadratischen Matrizen A’ und A” und der jeweiligen Nullmatrix O gilt

det(A) = det(A") - det(A”)|



Proposition: Hat A zwei gleiche Zeilen oder zwei gleiche Spalten, so gilt det(A) = 0.
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Satz: Fiir je zwei n x n-Matrizen A und B giltj@t(AB) = det(A) -
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6.3 Berechnung der Determinante

Proposition: Die Determinante verhélt sich unter elementaren Zeilenoperationen wie folgt: Entsteht A’
aus A durch ...

(a) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen, so gilt det(A’ ) = det A).
(b) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A € R, so gilt det(A’) = X - det(A).
(c) Vertauschen zweier Zeilen, so gilt det(A’) = — det(A).

Die entsprechenden Aussagen gelten fiir elementare Spaltenoperationen.

Uber einem Korper lisst sich die Determinante daher mit Gauss-Elimination berechnen.
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Beispiel: Ist eine Zeile oder Spalte von A eine Linearkombination der iibrigen, so gilt det(A) = 0.
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Beispiel: Fiir beliebige a4, ..., a, € R hat die n x n-Matrix

die Vandermonde-Determinante
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